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について補足を以下に記します。ご参考ください。

以下、V (αi)＝ Imfmi
i とおきます。

[カ] V (αi)はAの不変部分空間。g(V (αi)) ⊂ V (αi)

V (αi)に含まれる任意の元 xは、Rnの元 yによって、x＝ fmi
i (y)＝ (A－αiE)miyと表さ

れます。
Ax＝A(A－αiE)miy＝ (A－αiE)mi(Ay) ∈ Imfmi

i ＝ V (αi) なので、

V (αi)はAの不変部分空間です。

Aで表される線形変換 gを用いると、g(V (αi)) ⊂ V (αi)となります。

[キ] fiは V (αi)に全単射で作用し、fi(V (αi))＝ V (αi)

V ′(αi)＝ Imfmi+1
i とおきます。

まず、V ′(αi) ⊂ V (αi)を示します。
V ′(αi)の任意の元 qは、Rnの元 xを用いてq＝ fmi+1

i (x)と表せ、

q＝ fi(f
mi
i (x))＝ fmi

i (fi(x)) ∈ Imfmi
i ＝ V (αi)と、V (αi)に含まれるので、

V ′(αi) ⊂ V (αi)　　　　…… 1⃝
次に、V ′(αi)と V (αi)の次元が等しいことを示します。

miの定義より、Kerfmi
i ＝Kerfmi+1

i であり、

dim(Kerfmi
i )＝ dim(Kerfmi+1

i )　…… 2⃝
p.186の次元公式より、

dim(Kerfmi
i )＋ dim(Imfmi

i )＝ n　…… 3⃝
dim(Kerfmi+1

i )＋ dim(Imfmi+1
i )＝ n　…… 4⃝

2⃝、 3⃝、 4⃝より dim(Imfmi
i )＝ dim(Imfmi+1

i )、すなわち
dim(V (αi))＝ dim(V ′(αi))　　…… 5⃝

1⃝、 5⃝ より、V ′(αi)＝ V (αi)

V ′(αi)＝ fi(V (αi))であり、fi(V (αi))＝ V (αi)となります。
fiは線形変換なので、V (αi)へ全単射で作用します。

[ク] Rn＝W (αi)⊕ V (αi)

W (αi) ∩ V (αi) ∋ x ≠ 0とすると、W (αi) ∋ xより fmi
i (x)＝ 0ですが、

fiは [キ] より V (αi)に全単射で作用しますから、fmi
i も全単射で作用し、

V (αi) ∋ xより、x＝ 0です。

これより、W (αi) ∩ V (αi)＝ {0}なので、W (αi)＋ V (αi)は直和となり、

W (αi)⊕ V (αi)です。

一方、次元公式 dim(Kerfmi
i )＋ dim(Imfmi

i )＝ nより、

dimW (αi)+dimV (αi)＝ nですから、Rn＝W (αi)⊕ V (αi)



[ケ] U ＝ V (α1) ∩ V (α2) ∩ · · · ∩ V (αr)

Rnの元をW (α1)、W (α2)、…、W (αr)、U の基底の 1次結合で表すことを考えると分

かります。 V (αi)に含まれる元は、[ク] の Rn＝W (αi) ⊕ V (αi)より、W (αi)の基底の
成分は 0です。
よって、V (α1) ∩ V (α2) ∩ · · · ∩ V (αr)に含まれる元 xでは、各 i についてW (αi)の基

底の成分が 0になりますから、xはU の元になります。V (α1)∩V (α2)∩ · · · ∩V (αr) ⊂ U

です。
一方、U に含まれる元 xは、各 i についてW (αi)の基底の成分は 0ですから、V (αi)の

基底の 1次結合で表され、V (αi)に含まれます。
　 xは各V (αi)に含まれることになるので、V (α1)∩ V (α2)∩ · · · ∩ V (αr)に含まれます。

よって、U ⊂ V (α1)∩V (α2)∩· · ·∩V (αr)。したがって、U ＝ V (α1)∩V (α2)∩· · ·∩V (αr)

です。

[コ] U は、Aの不変部分空間。g(U) ⊂ U

[カ] より g(V (αi)) ⊂ V (αi)です。

U ＝ V (α1)∩ V (α2)∩ · · · ∩ V (αr)の元 xをとります。各 i についてx ∈ U ⊂ V (αi)より、

g(x) ∈ g(U) ⊂ g(V (αi))が成り立ち、
g(x) ⊂ g(V (α1)) ∩ g(V (α2)) ∩ · · · ∩ g(V (αr))

⊂ V (α1) ∩ V (α2) ∩ · · · ∩ V (αr)＝ U

ですから、U はAの不変部分空間です。

これを用いると、Aq＝ g(q)が U の元ですから、g(q)＝ hg(q)が成り立ちます。


