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Web 補足⑨

x a* 有理関数（a は整数ではない）の定積分（講義編 p.278の補足）

　ここでは一般の形 
P（x）
Q（x）x

aで考察して公式化してみましょう。

　f（z）= P（z）
Q（z）zaを先ほどと同じ経路 Cで周回積分します。P（z）

Q（z）は正の実数で

特異点を持たない（Q（x）=0の解は正の実数ではない）ものとします。

　　C1：z=x　　（rfxfR）

　　C2：z=Reiq　（0fqf2p）

　　C3：z=x　　（rfxfR）

　　C4：z=reiq　（0fqf2p）
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　ここで注意すべき点は、za=ea logzであり、zaは logzを用いて表されること

から、zaが多価関数になっている点でした。

　logzについては、zの偏角を 0fargzd2pとして取り、

logz=log｜z｜+iargz

とします。

　C2：z=Reiqの式では q=0と q=2pを代入すると同じ値 Rをとりますが、z

に対応する logzは、

logz=log（Reiq）=log｜Reiq｜+iarg（Reiq）=log R+iq
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ですから、C2の始点 q=0では logz=log R、終点 q=2pでは logz=log R+2pi

となります。

　　ですから、C2上での f（z）の値は、

f（Reiq）= P（Reiq）
Q（Reiq）ea（logR+iq）

　C2の始点（C1の終点）q=0のとき、 P（R）
Q（R）ealogR

　C2の終点（C3の始点）q=2pのとき、 P（R）
Q（R）ealogR+2pai

となります。C1の終点と C3の始点は同じ位置に見えますが、リーマン面上では

異なる点なのでした。

　C1上の線積分は、
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となりますが、C3上の線積分は
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と、C1上の線積分の-e2pai倍になるのです。
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　r→+0、R→nのとき、C2、C4の線積分が 0に収束するのであれば、①は
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　Q（z）=0が正の実数解を持たないので、r→+0、R→nのとき、P（z）
Q（z）のす

べての極、すなわち Q（x）の零点が Cで囲まれる領域に含まれます。よって、

R→n、r→+0のとき、①は左辺に留数定理を用いて、
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と定積分が求まります。

　ここで r→+0、R→nのとき、C2、C4の線積分が 0に収束するように、a、

P（x）、Q（x）に条件を付けます。

　（ⅰ）　0dad1

　（ⅱ）　degP（x）+2fdegQ（x）

　（ⅲ）　Q（x）=0は x=0を重解に持たない

　R→nのとき、C2の線積分が 0に収束することを示しましょう。定理 1.13

（2）を用いると、（ⅱ）の条件から、Rが十分大きいところでは、

｜P（Reiq）
Q（Reiq）｜f M

R2

を満たすような定数Mが存在します。これを用いて、

　　｜C2

P（z）
Q（z）zadz｜f C2
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 =
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R2 Ra+1=
2pM
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となります。1-al0から、R→nのとき右辺は 0に収束し、C2の線積分も 0

に収束します。

　r→+0のとき、C4の線積分が 0に収束することを示しましょう。（ⅲ）の条件

より Q（x）は b0+b1x+…+bnxnまたは x（b0+b1x+…+bn-1x
n-1）（b0j0）と表

されますから、rが十分小さいところでは、

｜P（reiq）
Q（reiq）｜fM

r
　　　　詳細は各自で

を満たすような定数Mが存在します。これを用いて、

　　｜C4

P（z）
Q（z）

zadz｜f C4
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Q（z）｜｜za｜｜dz｜
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　 =
2p

0 ｜P（reiq）
Q（reiq）｜｜raeiaq｜｜ireiqdq｜f 2pM

r
ra+1=2pMra

となります。al0から、r→+0のとき C4の線積分が 0に収束します。

　まとめておくと次のようになります。

定理 5.15　有理関数*xaaの（0，n）での定積分

　0dad1のとき、
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　ただし、P（x）、Q（x）は xの多項式で、deg P（x）+2fdegQ（x）
を満たすとする。
　Q（x）の零点は a1、a2、…、anで、これらの中に正の実数はな
い。また、Q（x）=0は x=0を重解として持たない。


